Fraleighs misstag: en varning

Ernst Dieterich

1 Inledning

Reella divisionsalgebror ar fascinerande objekt vilka har forbluffat mate-
matiker genom arhundraden. De verkar en smula som fundamentala bygg-
stenar for stora delar av matematiken, och deras betydelse drar igenom sa
skiftande omraden som algebra, talteori, topologi, geometri, Lieteori och
kvantmekanik. Manga matematiker tror att det endast finns fyra reella
divisionsalgebror. Det &r dock en missuppfattning vilken denna uppsats
amnar undanroja.

De fyra just ndmnda &ldsta exemplen pa divisionsalgebror tillkom i
avgorande skeden av matematikens historia. Lat mig kort berdtta om dem.
De reella talen R ar lika gamla som den grekiska matematiken. Upptackten
av irrationella tal markerar ursprunget till det specifikt grekiska bidraget
till stringensen inom matematiken. Redan 820 f.Kr. skrev Theodoros av
Kyrene i “Nomoi” begeistrat om de irrationella talens existens: “Ni tappra
hellener, detta ar ett av de ting om vilka det sags vara en skam om man
inte vet det, och om man vet det nddvéandiga sa ar det &nda inte nagon
sarskild ara.” De komplexa talen C upptradde for forsta gangen i den ita-
lienska senrenéssansen nér Tartaglia och Cardano kring 1540 anvénde dem
som ett hjalpmedel for att 16sa kvadratiska och kubiska ekvationer. Mot
slutet av 1820-talet borjade Hamilton med sina forsok att generalisera de
komplexa talen genom att hitta en divisionsalgebrastruktur pa R3. Efter
ett och ett halvt decennium av motgangar hoppade han fran R? in i R* och
lyckades, i oktober 1843, att upptéacka kvaternionerna H. Senare skrev han
retrospektivt om denna upplevelse: “I felt a problem to have been at that
moment solved, an intellectual want relieved, which had haunted me for at
least fifteen years before”. Redan i december 1843 upptackte Graves okto-
nionerna Q. De kan beskrivas som ett reellt vektorrum O = H x H vilket
ar utrustat med multiplikationen (w,z)(y,z) = (wy — Zz, 27 + zw), dar g
betecknar konjugatet till y. Graves berattade om sin forskning i ett brev till
Hamilton vilken emellertid inte publicerade detta forran 1848. Under tiden
upptickte, oberoende av Graves, dven Cayley oktonionerna ar 1845, och han
publicerade sitt resultat omgaende. Av den orsaken kallas oktonionalgebran
nufortiden ofta Cayleyalgebra.

Fastén reella divisionsalgebror som ej ar isomorfa med nagon av R, C, H



eller O finns i overfléd, sa ar de dock inte latta att konstruera. Déarfor
ar det inte att undra pa att de fyra klassiska exemplen ar de enda som
en ickespecialist kan forvantas kénna till. Men hur forvanad blir man inte
ndr man slar upp en beprovad ldrobok och hittar ett “teorem” som h&dvdar
entydighet hos de fyra klassiska exemplen!

Fraleighs “A First Course in Abstract Algebra” &r en monografi som i
minst tre decennier varit i bruk i flera nordiska landers universitets- och
hogskoleundervisning. Jag citerar ur slutet av kapitel atta (jfr. [?, s. 428]),
dar Fraleigh aterger foljande “... famous results regarding division algebras
over the real numbers.

Theorem The real numbers, the complex numbers, and the quaternions
are the only (up to isomorphism) associative division algebras over the real
numbers (Frobenius, 1878). The only additional division algebra over the
real numbers is the Cayley algebra, which is a vector space of dimension 8
over R (Bott and Milnor, 1957).”

Varje oandligdimensionell kroppsutvidgning av R utgor ett motexempel till
Fraleighs teorem. Men detta ytliga fel asyftar vi inte. Lat oss ratta till
det genom att komma 6verens om att, i hela denna uppsats, alla algebror
ar underforstadda att vara dndligdimensionella. D& blir teoremets forsta
pastaende sant. Det &r ként som “Frobenius sats”, och dess originalbevis
finns i [?]. Déremot forblir teoremets andra pastaende fortfarande grovt
falskt, och just det ar poédngen som ska dryftas nedan. For att overtyga
ldsaren om sanningen i var kritik ska vi harnést tillverka en stor familj av
(fyradimensionella) motexempel.

2 Motexempel till Fraleighs teorem

Kom ihag att en reell algebra ar ett reellt vektorrum A som &r utrustat
med en bilinjar multiplikation A x A — A, (z,y) — zy. I enlighet med
konventionen ovan kraver vi dven att dim A < co. En reell divisionsalgebra
ar en reell algebra A sa att dim A > 0, och zy = 0 endast om = = 0 eller
y = 0. Det ar det sistnamnda villkoret man menar niar man siger att A
inte har nagra nolldelare. Just denna egenskap &r vidare ekvivalent med att
ekvationerna ax = b och ya = b har entydiga losningar x,y € A for alla
a € A\ {0}, b € A. Detta mojliggor bildandet av vansterbrak x = a\b och
hogerbrak y = b/a, vilket forklarar terminologin “divisionsalgebra”.

Fraleighs definition av begreppet divisionsalgebra &r mer restriktiv an
den just atergivna, satillvida att han dessutom kréver existensen av ett
identitetselement 1 € A och av multiplikativa inverser (dvs. ax = 1 = ya
medfor x = y).

For att forbereda var konstruktion av motexempel infor vi en smula nota-
tion. Vi sitter X = R3xR3x 7, diar 7 = {d € R? | 0 < d; < do < d3}. Varje



x € R? bestdimmer en linjir endomorfism zx? : R? — R3 via y — z x v,
dir x betecknar vektorprodukten. Endomorfismen xx7 i sin tur represen-
teras i standardbasen av en antisymmetrisk matris B,, och den har formen

0 —XI3 )
Bw = I3 0 —I1
—X9 T 0

For varje d € T betecknar Dy diagonalmatrisen med diagonalfoljd d.

Utifran en godtycklig trippel x = (x,y,d) € K konstruerar vi nu en
fyradimensionell reell algebra A(x) genom att utrusta vektorrummet R x R3
med den bilinjara multiplikationen

(0,0)(B,0) = (a8 — v"w+ T Baw , aw + o + (By + Da)(v x w)) .

Vidare infér vi en ekvivalensrelation pa K genom att sétta (z,y,d) ~
(z',y',d') omm (Sz,Sy) = («',y') och SD3ST = Dy for nagot S € SO3(R).
Dérmed &r vi redo att formulera nagra egenskaper hos konstruktionen
K — A(R).

Sats 2.1 [?, s. 14]. (i) For varje k € K dr A(k) en fyradimensionell reell
divisionsalgebra, aven i Fraleighs bemarkelse.

(i1) For alla k, k" € KC gdller att divisionsalgebrorna A(k) och A(K') dr iso-
morfa om och endast om k ~ k'.

Bevis. (i) Lat k = (z,y,d) vara givet. Framst visar vi att A(k) inte har
nagra nolldelare. Lat alltsa (a, v) och (3, w) vara vektorer i A(k) sadana att
(o, v)(B,w) = (0,0). Det betyder att «, 3, v, w uppfyller ekvationssystemet

af —vTw+0v"Byw = 0
aw + v+ (By+ Dg)(v xw) = 0

Av andra ekvationen far vi 0= (v x w)T (aw + Bv + (B, + Da)(v x w)) =
(vxw)T (By+Dy)(vxw) = (vxw)? Dg(vxw), alltsd vxw = 0, vilket betyder
att vektorerna v och w #r proportionella. Dérmed blir dven vT B,w = 0,
och ekvationssystemet ovan reduceras till

af—vTw = 0
aw+pv = 0

Man inser latt att detta medfor v = 0 eller w = 0. Alltsa géller a = 0 eller
B =0, och diarmed aven («,v) = (0,0) eller (3,w) = (0,0).

For att vidare visa att A(k) dven i Fraleighs bemérkelse &r en reell
divisionsalgebra ricker det att verifiera att (1,0)(«,v) = (a,v) = (@, v)(1,0)
galler for alla (a,v) € A(k), och

(a,v)ﬂ —(1,0) = M(am)

a2 +oTy



giller for alla (o, v) € A(k) sa att («,v) # (0,0).

(ii) Lat k = (z,y,d) och k' = (2/,y,d") vara givna. Antag forst att
k ~ k. Da finns det ett S € SO3(R) sa att (Sz,Sy) = (2/,y) och
SDyST = Dy. Vilj ett sadant S, 1at o : R? — R3 vara den rotation som i
standardbasen representeras av S och sitt ¢ = Iz x 0 : R x R? — R x R?,
(o,v) — (a0, Sv). Da ér ¢ : A(k) — A(k’) en linjar bijektion. Med hjalp
av formeln Bg, = SB,ST verifierar man direkt att ¢ dessutom uppfyller
o((a,v)(B,w)) = p(a,v)p(B,w) for alla (a,v),(B,w) € A(k). Alltsa &r
¢ : A(k) — A(K') en algebraisomorfism.

Antag omvént att algebrorna A(k) och A(k') ar isomorfa. Va&lj en al-
gebraisomorfism ¢ : A(k) — A(k’). Man kan da visa (se [?] eller [?] for
detaljer) att ¢ = Iz x o, diir o : R® — R3 #r en rotation vars representations-
matris S i standardbasen uppfyller (Sz,Sy) = (z',3') och SD;ST = Dg.
Alltsa géller k ~ k'.

Sats 2.1 far en enkel geometrisk tolkning sa snart vi identifierar tripplarna
(x,y,d) € K med de konfigurationer i R? som bestar av ett par av punkter
(7,y) samt en ellipsoid Eg = {z € R3 | 2T Dyz = 1} i normalt lige. Ekvi-
valensen (z,y,d) ~ (2',y’,d") betyder da precis att E; = Eg och att det
finns en rotationssymmetri till E; som overfor z till 2’ samtidigt som den
overfor y till /. Om vi nu véljer d € 7 sa att 0 < dy < dy < d3, da ar Ey
en ellipsoid med tre olika radier, och dess rotationssymmetrigrupp ar just
Kleins fyragrupp i dess ursprungliga bemérkelse [?, s. 13]. Med notationen
T<:{dER3|0<d1<d2<d3}OChRi0:{$ER3|$i>0Vi}f§Lr
vi da for alla (z,y,d), (2/,y,d') € RSy x R3 x 7T att (z,y,d) ~ («',y,d)
omm (z,y,d) = (2',y',d"). Observera ocksa att den utmérkta konfigura-
tion som bestar av en dubbelpunkt i origo samt enhetssfiaren ger upphov till
kvaternionalgebran, dvs. A(0,0,(1,1,1)) = H.

Genom att sammanfoga denna diskussion med sats 2.1 far vi beviset till
féljande resultat.

Korollarium 2.2 Familjen {A(k)}, ¢ B3 xmixT. AT en 9-parameterfamily
av parvis ickeisomorfa 4-dimensionella reella divisionsalgebror, dven i Fra-
leighs bemdrkelse, som alla dessutom dar ickeisomorfa med H.

Kort sagt utgor alltsa {A(k)}, ¢ w3 xmix7. e 9-parameterfamilj av mot-
exempel till Fraleighs teorem.

Det ska nimnas att man, utifran en vektorprodukt pa R, kan genomféra,
en liknande konstruktion av 8-dimensionella reella divisionsalgebror som
leder till en 49-parameterfamilj av motexempel till Fraleighs teorem i just
den mening som korollarium 2.2 preciserar, men med H bytt mot Q. (Se [?]
for detaljer.)



3 Kompletterande anmarkningar

Som redan ndmnts innebér Frobenius sats att {R,C,H} klassificerar alla
associativa reella divisionsalgebror. En godtycklig algebra kallas alternativ
omm varje underalgebra som genereras av tva element ar associativ. Varje
associativ algebra &r alltsa alternativ. Men det finns fler alternativa alge-
bror &n associativa. En sats av Zorn [?] sdger namligen att {R,C,H,O}
klassificerar alla alternativa reella divisionsalgebror.

Mot den bakgrunden kan man missténka att andra pastaendet i Fraleighs
teorem egentligen avser Zorns sats och att adjektivet “alternative” har tap-
pats bort. Men den tolkningen ar orimlig av tva skal. For det forsta ndmns
inte begreppet alternativ algebra nagonstans i Fraleighs bok. For det andra
siktar Fraleighs referens “Bott and Milnor, 1957” inte pa Zorns sats utan
at ett helt annat hall. Lat mig kort skissera vad som doljer sig bakom den
referensen.

Pa 1930-talet upptackte Hopf att reella divisionsalgebror ar nara beslék-
tade med olika slags topologiska objekt, och att detta samband liksom en
vaxelverkan kan utnyttjas i bada riktningar. Bland annat bevisade han 1940
[?] med hjalp av de reella projektiva rummens homologiteori att en konti-
nuerlig avbildning f : S"~! x "1 — §"~! siddan att f(—x,y) = —f(z,y) =
f(x, —y) for alla (z,y) € S~ xS" ! endast existerar om n #r en potens av 2.
Men varje divisionsalgebrastruktur R” x R" — R", (x,y) — xy ger upphov
till en udda kontinuerlig avbildning f : S*~!xS" "1 — s""!via f(z,y) = %
Alltsa, om A ar en reell divisionsalgebra, da maste dim A = 2™ galla for
nagot m € N. Man undrar da vilka m som kan upptriada pa sa satt. De fyra
klassiska exemplen visar ju att 0,1,2 och 3 faktiskt forekommer som vérden
pa m. Men finns det nagon reell divisionsalgebra A med dim A = 2™,
ddr m > 4 7 Svaret pa den fragan ar nej! Det visade Milnor 1958 [?]
genom att utnyttja Botts 1957 publicerade sats [?] om periodiciteten hos
homotopigrupperna till de ortogonala och de unitara klassiska grupperna.
Sammanfattningsvis giller alltsa foljande sa kallade (1,2,4,8)-sats.

Sats 3.1 [?],[?].[?]. Varje reell divisionsalgebra har dimension 1,2,4 eller 8.

Men strukturen hos en reell divisionsalgebra &r langt ifran entydigt bestdmd
av algebrans dimension, som korollarium 2.2 visar.

Mycket mer kunde beréttas om (1,2,4,8)-satsens historia som utmyn-
nar dels i Adams formel [?] om det maximala antalet linjart oberoende
vektorfalt pa en sfar, dels i den sa kallade K-teorin, en av den moderna
topologins mest banbrytande utvecklingar. For den intresserade lasaren
rekommenderas Hirzebruchs utmérkta éversiktsartikel [?].

Lat oss avslutningsvis betrakta problemet att klassificera alla reella di-
visionsalgebror sa ndr som pa isomorfi. Det reduceras av (1,2,4,8)-satsen
till problemet att klassificera alla reella divisionsalgebror i dimensionerna



1,2,4 och 8. Man inser latt att varje endimensionell reell divisionsalgebra
ar isomorf med R. Men i dimensionerna 2,4 och 8 ar problemet fortfarande
olost.

Den senaste utvecklingen betréiffande detta aterstaende problem avser
potensassociativa reella divisionsalgebror. En godtycklig algebra kallas po-
tensassociativ omm varje underalgebra som genereras av ett element ar as-
sociativ. Varje alternativ algebra ar alltsa potensassociativ. Men det finns
fler potensassociativa algebror an alternativa. Det géller namligen foljande
tillagg till sats 2.1.

Sats 3.2 [7, s. 14]. (i) For varje k € K dr A(k) en fyradimensionell potens-
associativ reell divisionsalgebra.

(i1) Till varje fyradimensionell potensassociativ reell divisionsalgebra A finns
det ett k € KC sadant att A(k) dr isomorf med A.

Genom att sammanfoga sats 3.2 mes sats 2.1(ii) inser vi att konstruktio-
nen k +— A(k) inducerar en bijektion mellan méingden K/~ av alla ekvi-
valensklasser i K och méngden av alla isomorfiklasser av fyradimensionella
potensassociativa reella divisionsalgebror. Alltsa, om C ar ett tvarsnitt for
K/~, da Kklassificerar {A(k) | k € C} alla fyradimensionella potensasso-
ciativa reella divisionsalgebror sa nir som pa isomorfi. Att hitta ett sadant
tvarsnitt kan anses som en 6vning i elementér euklidisk geometri. En 16sning
C som utvidgar den redan namnda 9-parameterfamiljen av konfigurationer
R3, x R? x 7_ finns publicerad i [?, s. 17-18)].

Och vad hénder i dimensionerna 2 och 8 7 Jo, varje tvadimensionell
potensassociativ reell divisionsalgebra ar faktiskt isomorf med C. Daremot
ar problemet att klassificera alla attadimensionella potensassociativa reella
divisionsalgebror an sa linge bara delvis 16st. Den 49-parameterfamilj som
namndes i slutet av avsnitt 2 &r inte uttémmande (jfr. [?]).

4 Epilog

Min fére detta student Johan Ohman hade, till skillnad fran mig, lart sig
sin Fraleigh val. Efter det att han under handledningens gang forstatt att
det finns fler 4n fyra reella divisionsalgebror uppmérksammade han mig pa
Fraleighs misstag. Jag skrev ett brev till Fraleigh och fick ett svarsbrev ur
vilket jag citerar: “The flaw you found in the statement concerning division
algebras was unchanged from several preceding editions of my algebra test.
You are the first one to mention it to me. ... I doubt that there will be a
seventh edition of the text, as I plan to retire in December, 2000.” Nar jag
under en trevlig pratstund i Luminy, i juni 2000, berédttade denna historia
for Bjgrn Dundas blev han chockerad, och han uppmanade mig att publicera
en varning i Normat.

Jag tackar bade Johan Ohman och Bjgrn Dundas. Jag tackar ocksa



Johan Aberg fér hans hjilp med svenskan, som inte &r mitt modersmal.
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